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Opste o predmetu

= Web saijt

= http://www.tk.gradjevinans.net link Osnovi metode konacnih
elemenata

= Formiranje ocene

= Predispitne obaveze
= Predmertni projekat — 30 poena (minimalan broj poena 15) — obavezan deo
= Zavrsni ispit
= Pismeni deo ispita — 40 poena (minimalan broj poena 20) — obavezan deo
= Usmeni deo ispita — 30 poena (minimalan broj poena 15) — obavezan deo

= Napomene
= Minimalan broj poena da bi se ispit polozio iznosi 51

= Na svakom obaveznom delu mora se ostvariti minimalan broj poena da bi se
ispit polozio

= Uslov za izlazak na pismeni deo ispita je ostvaren minimalan broj poena iz
predmetnog projekta

= Uslov za izlazak na usmeni deo ispita je ostvaren minimalan broj poena iz
pismenog dela ispita
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Uvod

= Osnovne prednosti metode konacnih elemenata (MKE), u
odnosu na druge numericke metode, ogledaju se u

= univerzalnosti primene (primenjiva v razlicitim oblastima)
= relativnoj jednostavnosti u osnovnim postavkama

= relativno jednostavnoj implementaciji u racunarski softver (prakticna
primena)
= moze da se primeni na bilo koji granicni i/ili pocetni problem

= Naponsko-deformacijska analiza, prenos toplote, analizu kretanja fluida, analiza
interakcije fluida i konstrukcije, analiza interakcije tla i konstrukcije, analiza magnetnih
i elektromagnetnih polja, itd.

Nema geometrijskih ogranicenja
= Moze da se primeni na domen bilo kakve geometrije
RazliCite materijalne osobine mogu da se primene
Nema ogranicenja sa aspekta granicnih uslova
Nema ogranicenja sa aspekta dejstava koja deluju
RazliCite vrste analiza (linearna, nelinearna, staticka, dinamicka, ...)




Uvod

= U okviru metode konacnih elemenata (MKE) razlikuju se
osnovni vidovi, ili formulacije, v zavisnosti od nacina na koji se
formulise osnovna jednacina konacnog elementa (KE)

= Direktna formulacija

= Moze da se koristi kod relativho jednostavnih problema i u znatnoj meri olaksSava
razumevanje MKE zbog jasnog fizicko znacenja koraka u formulaciji. Koriste se
osnovne jednacine teorije elasticnosti

= Varijaciona formulacija

= Koriste se varijacioni principi mehanike kontinuuma, a uspesno se primenjuje na
KE jednostavnog i slozenog oblika

= Metoda tezinskih ostataka (metoda reziduuma ili metoda rezidijuma)
= Zasniva se na diferencijalnim jednacinama razmatranog problema

= Metoda energetskog balansa
= Koristi se u termostatiCkoj i termodinamickoj analizi kontinuuma




Uvod

U zavisnosti od izbora osnovnih nepoznatih velicina razlikuju se
sledece varijante MKE v analizi inZenjerskih konstrukcija

Metoda pomeranja (osnovne nepoznate su kinematicke veliCine)

Metoda sila (osnovne nepoznate su statiCke velicine)

Mesovita metoda (osnovne nepoznate su delom kinematicke i delom staticke
velicine)

Hibridne metode (unutar KE pretpostavlja se raspodela pomeranja ili napona koja je
nezavisna od pretpostavljene raspodele pomeranja ili napona duz granica KE;
razlikuju se hibridna metoda pomeranja, sila i mesSovitq)

U analizi inzenjerskih konstrukcija najvise v primeni je METODA
POMERANJA

U okviru ovog predmeta primenjuje se METODA POMERANJA

Varijacione metode i metode tezinskih ostataka su od posebne
vaznosti u mehanici deformabilnih tela za priblizno resavanje
problema. Od metoda tezinskih ostataka, kao osnov za formulaciju
MKE, nqjvise u primeni je Galerkin-ova metoda, a od varijacionih
metoda najpoznatija je Ritz-ova metoda




Uvod

Kada se kao polaziste primenjuje/primenjuju

princip virtualnog rada baziran na virtualnim pomeranjima (princip
virtualnih pomeranja) ili princip o minimumu potencijalne energije za
osnovne nepoznate usvajaju se kinematicke velicine i dolazi se do
metode pomeranja (ili metode deformacije)

princip virtualnog rada baziran na virtualnim silama (princip virtualnih
sila) ili princip o minimumu komplemetarne energije za osnovne
nepoznate usvajaju se staticke veliCine | dolazi se do metode sila

mesoviti varijacioni principi (mesoviti funkcional Hu-Washizu-a koji
zavisi od pomeranja, deformacija i napona i mesoviti funkcional
Hellinger-Reissner-a koji zavisi od pomeranja i napona) dolazi se do
mesovite MKE

principi o minimumu potencijalne ili komplemetarne energije sa
nezavisnim interpolacionim funkcijama koje se odnose na podrucCije
unutar i duz granica konacnog elementa dolazi se do hibridne
formulacije MKE (hibridna metoda pomeranja, hibridna metoda sila i
hibridna mesovita metoda)




Uvod

= U mehanici kontinuuma zavisnosti izmedu geometrijskih i fiziCkih
veliCina definisu se na elementu diferencijalno malih dimenzija.
Uz pretpostavku o neprekidnosti, zavisnosti izmedu srednjih
vrednosti veliCina prosiruju se na ceo domen i na taj nacin se
dolazi do diferencijalnih jednacina posmatranog problema

= Za mali broj problema mogu da se odrede anadaliticka resenjaq,
tj. resenja v tzv. zatvorenom obliku. Postoji vise razloga za ovo,
kao Sto su:

= domen definisanosti koji moze da bude nepravilan i komplikovan za
analiticko opisivanje

= mogu da budu prisutne razlicite vrste materijala kao i njihove
anizotropne osobine

= mogu da se javljgju i nelinearni Clanovi u diferencijalnim jednacinama
= itd.




Uvod

S obzirom na prethodno, traze se priblizna resenja koja mogu

da se odrede metodama numericke analize, a jedna od njih je
MKE

Pri odredivanju resenja problema metodama numericke
analize prelazi se, u matematickom smislu, iz podrucCja analize
U podrucje algebre, tj. odreduje se reSenje odgovarajuceg
diskretnog sistema

MKE se zasniva na fizickoj diskretizaciji posmatranog domena i
spada v metode diskretne analize

Osnova svih razmatranja je deo domena (poddomen) j.
element, koji umesto dlferencualno malih dimenzija, ima
konaéne dimenzije i naziva se KONACNI ELEMENT



Uvod

Stanje v pojedinim KE, pomocu kojih se odreduje stanje
posmatranog domena, opisano je algebarskim jednacinama
umesto diferencijalnim jednacinama

U fiziCkom smislu, posmatrani domen koji ima beskonacno
mnogo stepeni slobode zamenjuje se diskrethnim modelom sa
konacnim brojem stepeni slobode, koji se sastoji od
konacnog broja KE medusobno povezanih u konachom broju
taCaka (Cvorova)

S obzirom na to, MKE moze da se shvati i kao nacin
prevodenja kontinualnih sistema v diskretne, odnosno nacin
za formiranje algebarskih jednac¢ina pomocu kojih se
aproksimira granicni problem, odnosno odreduju osnovne
nepoznate veliCine u cvorovima mreze KE



Ideadlizacija ili matemati¢ko modeliranje
U samom procesu simulacije ponasanja najvazniji korak u
inZenjerskoj praksi je idealizacija koja predstavija matematicko

modeliranje. Naziv ideadlizacija je posledica cinjenice da je
vo matematicki model apstrakcija fizickog sistema.

Matematic¢ki model
Formira se idealizacijom fiziCkog sistema i predstavija pogodno
izabranu matematicku formulaciju posmatranog fiziCkog sistema:
« Optimalan matematicki model
« Obuhvata sve bitne karakteristike fizickog sistema, a sa

u Proces Simuquije pona‘s'qnjq matematicke tacke gledista potrebno je da bude 3to

o jednostavniji
p"menom MKE « Matemati¢ki model sluzi da simulira i predvidi aspekte
ponasanja sistema
+ Pod simuliranjem se podrazumeva kreiranje idealizovane i
pojednostavljene reprezentacije ponasanja fizickog sistema
sa ciliem da se matematickim putem dode do parametara
kojima se opisuju aspekti ponasanja fizickog sistema
Dikretizacija matematickog modela
Analiticko resenje matematickog modela moguce je naci za mali
broj problema pa je neophodno odrediti numericko resenje. Za

Fizicki
sistem

Idealizacija

Verifikacija

s P Poredenje numerickih reSenja sa tacnim resenjima matematickog
rocena tacnosti resenja

Interpretacija rezultata modelcl,

Validacija

Numericka reSenja se porede sa realnim odgovorom fizickog
modela koji se odreduje eksperimentalnim istrazivanjem

Y
=
Q
S
N 2 . o L i L
s Prewostaeo: numericku simulaciju, potfrebno je sistem koji ima beskonacno
B4 = Y terist . . . ~ . .
= Matematicki ehanikm karakeristkams || MNOQO stepeni slobode prevesti u sistem sa kona&nim brojem
% S model e elovima stepeni slobode, tj. potrebno je formirati diskretni model. Ovaj
Lfe -itd. korak naziva se diskretizacija (obuhvata izbor oblika KE, izbor
) S - MKE gustine mreze, izbor osnovnih nepoznatih u ¢vorovima i izbor
5, L 2 . L inferpolacionih  funkcija).  Postupkom  diskretizacije  sistem
ol 88 Diskretizacija Resenje matemat tkogmodel diferencijalnih jednacina zamenjuje se sistemom algebarskih
:S >8 E >§ Izbor:v_ jedndéinO.
35 P9 Diskretni _Komacnih elemenat Resenje sistema algebarskih jednaéina
N S|~ gustine mreze ) . . J . - . . .
3 2| S model _parametara za resenje Za odredivanje diskretnog resenja, koriste se postupci za reSavanje
. vodenje: . . . ~ . .
3 NI < - dejstava sistema algebarskih jednacina, koji se dele u dve generalne
S VY |y _ grenEnih uslova o S . Koil imai lan bro:
o x5 a - grupe: direkini i iterafivni. Kod sistema koji imaju normalan broj
v y = genij jednacina direktni postupci su efikasniji, a za sisteme sa velikim
ol & O Resenje jeanacing cirekini postupcet su etikasni :
5 © X brojem jednacina efikasniji su iterativni postupci.
o
©

Diskretno
resenje




Uvod

= MKE ne moze prakticno da se realizuje bez racunara, sem u
slucaju jednostavnih problema koji se resavaju rucno, sa ciliem
razumevanja primene metode

= Racunarski softveri na bazi MKE mogu da se podele u dve
osnovne grupe
= Opsti (prakticno za razlicite vrste problem)
= ADINA, ABAQUS, ANSYS, MSC Nastran, ...

= Specijalizovani, tj. za pojedine klase problema

= Poznatiji specijalizovani racunarski softveri koji mogu da se koriste za analizu
razliCitih vrsta inzenjerskih konstrukcija su

= SAP2000, SOFISTIK, SCiA, STAAD, DIANA, MIDAS, ROBOT Millennium, Tower, AxisVM, ...
= Generalno, glavni elementi strukture raCunarskog softvera na

bazi MKE su
f’roge;or Postprocesor
ReSavanje sistema - —
algebarskih jednacina

= preprocesor (generisanje modela na bazi MKE)

= procesor ili tzv. solver (numericko resavanje sistema
algebarskih jednacina)

= postprocesor (prikaz rezultata)

Preprocesor
Diskretizacija i

aproksimacija
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Uswejens rmalurs Usvojens armalura - 2.20ma [cmz/mi]
PBAB B7. MB 30, RA 4001500, 4=2.50 om . PBAB 87, MB 30, RA 400506, #=2 50 om

Uvod

Nivt: Ploca prizomlfa [4.56 m] Nidé: Placa prizemija [4.56 m]
Aa - dzona Aa-gzona

= Numericki modeli konstrukcija

Detoteka  Konstukcja  Opterséerje  Korekcia  Prkaz  Pomoéninivo  Pomoéne funkcie  Setup  Window  Moduii
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Uvod

= NumeriCki modeli konstrukcija
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Uvod

= NumeriCki modeli konstrukcija
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Uvod

= Numericki modeli konstrukcija
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Uvod

= Numericki modeli konstrukcija
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Uvod

Postoje brojni racunarski softveri zasnovani na MKE koji

omogucavaju analizu (inzenjerstvo, fizika, ...) bez
razmatranja teorije koja opisuje fizicko ponasanje...

Program moze da koristi svako ko nauci ,,user interface”...

-~

Racunarski program tada moze da se shvati kao ,,crna

kutija“ u kojoj je skrivena teorija koja se smatra
nepotrebnom...

-~

OVAKAYV PRISTUP MOZE DA DOVEDE DO VELIKIH GRESAKA!!




Uvod

Program moze dq koristi S\’/’ako ko nauci @
~user interface”... |

Postavljaju se sledeca pitanja:

Koji tip konacnog elementa treba da se koristi...
Gustina mreze konacnih elemenata...
Dominantan karakter ponasanja (linearan ili \g

nelinearan; staticki ili dinamicki)...

Parametri algoritma za reSavanje problema...
Kontrola ,,da li su rezultati dobri...

,Jacnost” dobijenih rezultata...

itd...
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Rekapitulacija osnovnih jednacina linearne
teorije elasticnosti. Prostorni problemi

= Veze izmedu deformacija i pomeranja

' ={u v wj}
_au _av _aw
=T YT ay 7Tz
Ju 0Jv Jv Jdw Ju OJow
nyzyyxzﬁ‘l'a Vyzzyzyza‘kw yzx_yxz_a'l'a

el ={& & &

Vxy Vyz yzx}

ey [9/0x O 0 9/d, 0 0
e, 0 a/d, O 0 a/d, O
£, 0 0o a/8,|(4 0 0 4d/9,
Vv [~ |0/8, 876, 0 {;’V} e=Du De=15/0, 970, 0
kVyzj 0 a/a, a8/, 0 a4/a, 4/a,
Vax/ 70, 0o 9/d,] 9/0, 0 9/d,
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Rekapitulacija osnovnih jednacina linearne
teorije elasticnosti. Prostorni problemi

= Uslovi ravnoteie Tya
do, 01, 0 4
Ox Tyx Tzx _ £
ox "oy T T =0 e ldy
) ds, 0 ' Oy
Y L2 L T g =0 A > X
ox dy 0z Tt ——
Otz , Oyz | 00 oy = 0 40, | >4
0x dy 0z z dx
Txy = Tyx Tyz = Tzy Txz = Tzx
O‘T = {Ux Oy 0z Txy Tyz sz} qT = {Cva va CIvz}
( Ox
9/dx 0 0 a/dy gy Qo
0 d/dy 0 0d/ox 0/0z . }=—{qu} D.,oc = —q
0 0 9d/dz 0 9/dy 9/dx T’;Z vz
\ T/
9/dx 0 0 9/dz .
D,=| 0 a/dy 9/dx 9/dz 0 D, =D,
0 0 d/dy 0/dx
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Rekapitulacija osnovnih jednacina linearne

teorije elasticnosti. Prostorni problemi

= Veze izmedu napona i deformacije

= Ako se uvedu pocetni naponi i poCetne deformacije (index 0)

e=Co+g

c=De+o, C=D!
1—v v v 0 0
v 1—v v 0 0
v v 1—v 0 0
1—-2v
D= E 0 0 0 > 0
1+v)1-2v) 1—-2v
0 0 0 0
2
0 0 0 0 0

0

0
0
0

o =D(eg—¢g,)
1 v —v
-v 1 —v
1l—v —v 1
C=%zlo o o
0 0 0
0 0 0

0-0 - _DSO
0 0
0 0
0 0
V) 0 0
2(1+v) 0
0 2(1+v)

| 2
= PoCetne deformacije €, mogu da nastanu usled raznih uzroka, npr.
temperaturna promena, bubrenje usled vlage, skupljanje i teCenje

betona itd.

= Temperaturna promena: g5 =a;t{1 1 1 0 0 0}

E
a":—(1+v)(1—2v) [(1—V)ex +v(ey +&,)] —

E

= m [(1 - V)Ey +v(e, + SZ)] -
_ E
S+ -2v)

Oy

oy [(1 —V)e, + v(sx + sy)] -

Txy = Gny Tyz = Gsz Tox = GVax

Ea,t
1—-2v
Ea;t
1-2v
Ea.t
1-2v

1

& =% [0, —v(oy + 0,)] + art
1

& =% [ay —v(o, + 0] + ast

1
&£=% [0, —v(ox + 0y)] + art

1 1

Yxy = Efxy

Komentar:

Promena temperature
U izotropnim
materijalima nema
uticaj na klizanje

E

C=2a w



Rekapitulacija osnovnih jednacina linearne
teorije elasticnosti. Prostorni problemi

Komentar:
° ° ev o ° Nnq1, Nqz | Ny3 SU KOSINUSI uglova
= PI’II’Oan gI'CInICI‘II USIOV' izmedu spoljasnje normale na
e . . . . povrsinu tela (pozitivan smer je od
= Staficki (zadati po naponima ili silama) omotaga van tela) i koordinatnin

0sa X, y iz, respektivho

— 0.
n110x + anTyx + n13TZ.X' - qu n11 O 0 nlz O n13 O_y qu
nllfxy + nlzo'y + n13sz = qby 0 [UEW) 0 ny1 Ny3 0 < z — qby qb = Rqo‘
N11Txz + N12Ty7 T N30, = Gy

0 0 nq3 0 Ny Nqq dbz

Neuman boundary-value problems

= Esencijalni granicni uslovi
= geometrijski ili kinematicki (zadati po pomeranjima)

Up 1
Ub — 1
Wp 1

= Uslovi kompatibilnosti deformacija

= Ako su zadate komponente deformacije tada se iz Sest parcijanin diferencijalnih jednacina odreduju tri
komponente pomeranja. S obzirom na to, da bi sistem imao jednoznacna resenja po komponentama
pomeranja, komponente deformacija moraju da zadovolje dodatne uslove koji se nazivaju uslovi
kompatibilnosti (saglasnosti ili poklapanja) deformacija (videti literaturu)

u
{U} U, = Ruu Dirichlet boundary-value problems
w




Rekapitulacija osnovnih jednacina linearne
teorije elasticnosti. Prostorni problemi

= Resenje problema

= Ako se za oshovne nepoznate usvoje komponente pomeranja u, viw
tada uslovi ravnoteze mogu da se prikazu preko komponenata
pomeranja koris¢enjem veza izmedu napona i deformacije i veza
izmedu deformacije i pomeranja (Lame-Navijeove (Lame-Navier)
jednacine i one su diferencijalne jednacine ravnoteze elasticnog
tela)

oc=D¢

e — Dku} - D,0=—q=D,DD,u=—q

= Prirodni granicni uslovi takode se izrazavaju preko komponenata
pomeranja

o=D¢

o Dku} > q = R0 = q, = R,DDu




Rekapitulacija odabranih varijacionih
principa. Princip virtualnog rada

= Deformabilno telo se nalazi v ravnotezi ako je virtualni rad
unutrasnjih sila 6U jednak virtualnom radu spoljasnjih sila W

Komentar:
6U — 6W Dve osnovne forme principa virfualnog rada:
+ Princip virtualnog rada baziran na virfualnim pomeranjima (princip virtualnih pomeranja)

+ Princip virtualnog rada baziran na virtualnim silama (princip virtualnih sila)

Komentar:

Princip virtualnog rada vazi za
T —_ T T oo . o
f 6 odl = J dugqpdS + | 6u qdV  yelikaimala pomeranja, velike i male
77 $ i deformacije, staticku i dinamicku analizu i
q za bilo koji tip konstitutivnih relacija

= ilil U matrichom obliku

= gde su

= §U - virtualni rad unutrasnjih sila koji predstavlja virtualni rad napona e na virtualnim
deformacijama §e (virtualna promena unutrasnje energije; virtualni deformacioni rad)

= SW - virtualni rad spoljasnjih sila koji predstavlja rad zapreminskih i povrsinskih sila (ako postoje
sile i spregovi neophodno je dodatii njihove virtualne radove)

= Virtualna ili moguca pomeranja éu su u skladu sa esencijalnim
granicnim uslovima (nezavisna od generalisanih sila koje deluju na
telo; neprekidne funkcije polozaja (koordinata); ne utiCu ni na
ravnotezu spoljasnjih sila kao ni na napone unutar tela; promeni
vektora polozaja za du odgovara promena deformacije za dg; t =
const.). Virtualna pomeranja mogu da se prikazu i kao varijacije
pomeranja u posmatranom trenutku vremena t




Rekapitulacija odabranih varijacionih
principa. Princip o minimumu potencijalne
energije

= Ukupna ili totalna potencijalna energija tela jednaka je zbiru
potencijalne energije deformacije (prvi Clan desne strane
jednakosti) i potencijala spoljasnjih sila koji je jednak
negativnom radu spoljasnjih sila (drugi i treci Clan sa desne
strane jednakosti) I=U-W

= Ako se materijal ponasa linearno elasticno sledi (funkcional

Lagranza) 1 Komentar: |
== j g DedV — j usqpdS — j uiqdy e et oy

v Sq v potencijal, 1j. negativan rad

= Elasticni sistem je u ravnotezi kada je stacionarna vrednost
funkcionala jednaka minimumu ukupne potencijalne energije,
a to je ispunjeno ako je prva varijacija IT jednaka nuli

Komentar:

Ol =6 (U - W) =AO0U—-—O6W = (0 Predstaviia neophodan uslov za minimum

velicine IT u polozaju ravnoteze

= Od svih mogucih stanja pomeranja, koja su u skladu sa esencijalnim
granicnim uslovima, stvarno stanje ce biti ono za koje ukupna
potencijalna energija elasticnog tela ima minimum



Koncept formulacije MKE na bazi
pomeranja

= Na slici je prikazan domen D elastichog tela ogranicenog
konturom S

= Na delu granice §, zadati su esencijalni granicni uslovi, a na
delu granice §, zadati su prirodni granicni uslovi

= Telo je iZlozeno dejstvu povrsinskih sila g(q,. q,. g,) na konturi §,
| zapreminskih sila g,(g,,. 4,,. 9,,) U oblasti D

= Komponente vektora pomeranja u su neprekidne funkcije
koordinata tacaka

AV, V u(x,y, z)
Matematicki model u=u(xvyz) =<5 v(xy,z)
w(x,y,z)

ReSenje problema sastoji se u
odredivanju funkcija pomeranja
u(x,y, z) koje zadovoljavaju uslove
ravnoteze i granicne uslove




Koncept formulacije MKE na bazi
pomeranja

= Princip na kome se zasniva MKE podrazumeva podelu
razmatranog domena na konacan broj poddomena konacnih
dimenzija, tj. konacnih elemenataq, koji su povezani u
konacnhom broju tacaka (Cvorne tacke ili Cvorovi). Analizom
pojedinih konacnih elemenata, vodeci raCuna o vezama
izmedu njih | graniCnim uslovima, analizira se celina

AY,V  Matematiéki model AV, V Diskretni model

Mreza (sistem)
konacnih elemenata




Koncept formulacije MKE na bazi
pomeranja

= Pomeranja u bilo kojoj tacki konachog elementa mogu da se
prikazu u zavisnosti od pomeranja u ¢vorovima, pomocu
interpolacionih funkcija, odnosno problem odredivanja polja
pomeranja u razmatranom domenu D prevodi se na problem
odredivanja pomeranja u cvorovima mreze konacnih
elemenata

AYy,V [ b

ST dZ% mb 1;!20:(119
vz

SERww

oshovne
nepoznate




Koncept formulacije MKE na bazi
pomeranja

= Pomeranja ¢cvorova odreduju se iz uslova ravnoteze u
cvorovima mreze konacnih elemenata, vodedi racuna o
uslovima kompatibilnosti pomeranja konacnih elemenata
spojenih u Cvorovima i granicnim uslovima

= Nakon odredivanja generalisanih pomeranja u cvorovima
mreze konacnih elemenata odreduju se raspodele
pomeranja u pojedinim konacnim elementima (koristeci
interpolacione funkcije), zatim polje deformacije i polje
napona unutar konacnih elemenata koristeci veze izmedu
deformacije i pomeranja i veze izmedu napona | deformacije



Osnovni tipovi konacnih elemenata

KE za analizv linijskih sistema KE za analizu RSN i RSD KE za analizu 3D tela
1D KE 2D KE 3D KE

/} 144& Ty A
o @QO =T i

R K\
V
<
x

KE za analizu savijanja KE za analizu liuski Osnosimetricni ili
ploca J prstenasti KE
T i
vy P o YT = 4/->y
¥




Pojam interpolacione funkcije

= Raspodela pomeranja u, U polju KE, u zavisnosti od

pomeranja d u cvorovima moze da se prikaze na slededi
Nnacin N je matrica

interpolacionih funkcija

u NN O 0 N, 0 O -+ Ng O 0 . .
u = Nd u= {v} N=|[0 N, O O N, O - 0 Ng O d je vektfor pomeranja u
w 0 0 N, 0 0 N, - 0 0 Ng cvorovima konac¢nog

elementa (stepeni slobode

konacnog elementa)
' ={d; d, -}

y’ V A
di ={w v wi}, i=12,. das o
d24‘
u=Nd du d14//
4 7
konacni element ——— dry dm/? /d SNC v
vor dy=vy, Ry Lk O1s Sl BN Wt SO 16
od a:[:Ul, Rix 7] X'li
v /7 ds
X’ u d3_W1/ Rlz » 4
osnhovne “452
Komentari: nepoznate Z,w

* Interpolacionim funkcijama vrednost promenljive u polju KE interpolira se izmedu njenih vrednosti u Evorovima pa se zato
nazivaju interpolacione funkcije

» Naziv funkcije oblika potice od toga sto se ovim funkcijama opisuje kvalitativna (samo po obliku) promena funkcije u polju
KE, a intenzitet je odreden u zavisnosti od vrednosti u Cvorovima

» U opstem sluCaju, interpolacionim funkcijama aproksimira se stvarna promena promenljive u polju KE pa se zato nazivaju
aproksimativne funkcije




Jednacina KE. Varijaciona formulacija

Kada se koristi princip virtualnog rada baziran na virtualnim
pomeranjima (princip virtualnih pomeranja) ili princip o
minimumu uvkupne potencijalne energije (ova dva principa su
za elasticne sisteme opisani istim relacijama) za osnovne
nepoznate usvajaju se kinematicke velicine (metoda
pomeranja)

Usvaja se funkcija pomeranja za podrucCje KE, a osnovne
nepoznate su parametri pomeranja (stepeni slobode
pomeranja ili krace stepeni slobode) u ¢vorovima KE

Zavisnost izmedu pomeranja v proizvoljnoj tacki KE i
parametara pomeranja v cvorovima uspostavlja se pomocu
interpolacionih funkcija

Za mrezvu KE esencijalni granicni uslovi odgovaraju uslovima
kompatibilnosti pomeranja izmedu susednih KE
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Jednacina KE. Varijaciona formulacija.
Princip virtualnog rada

Ao

.. . . . d g

= Analizira se trodimenzionaini L s

KE sa 8 Cvorova i 24 stepena Hogf o S

slobode e
17 di=uy, Rux

= Vektor pomeranja u Cvorovima

d3=wy, R1,
KE (stepeni slobode KE) glasi
dT={d1 dy d3 dy ds dg -+ dyy dyz dp=ps}
di ={uy v wy u; v, Wz - Ug=g Vg=g Wg=g}

= Vektor generalisanih sila veze u cvorovima KE koji je izdvojen
iz sistema glasi

RT={R; R, R3 Ry Rs Rg -+ Ry; Rz3 Ryu=4}
RT={R1x Rly Riz Ry R2y Ryz  Rgx R8y R8Z}
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Jednacina KE. Varijaciona formulacija.
Princip virtualnog rada
= Raspodela pomeranja u, U polju KE, u zavisnosti od pomeranja
u ¢vorovima moze da se prikaze na sledeci nacin
u = Nd

= gde je N matrica interpolacionih funkcija

= Veza izmedu deformacije u polju KE i pomeranja u cvorovima
KE odreduje se pomocu izraza

£=Dku

u_Nd}—>£=DkNd=Bd

= gde je B matrica veze deformacije i generalisanih pomeranja
(matrica funkcija oblika za deformacije)

B =D,N



Jednacina KE. Varijaciona formulacija.
Princip virtualnog rada

= Princip virtualnog rada (princip virtualninh pomeranja) glasi
oU = oW
o =D(e—gy) + 0y €= Bd se=Béd €’ = (B6d)'= 6d"BT

SU = j5£TGdV = ]5£TD£dV—j5£TD£0dV+j5£TGOdV Komentar:

» vektor q predstavlja sile
|74 |74 174 174 koje dej.STVUJU na VKE
zapremine V, pri Cemu

T T T T na povt§ini.Sq dgluje
dU =6d" | [ BTDBdVd — | B'DgydV + | BToydV opterecenie gy |
pretpostavlja se da je
|74 |74 |74 element izlozen
pocetnim

su’ = (N6d)"= §d"NT deformacijoma g i
oW = j 5UT ds + j (SuT dV + Z SdTR pocetnim naponima o
s b 1 L 5“5 = (N55d)T 5dTNT ako postoje sile i ’
S

|74 spregovi neophodno je
dodatii njihove
virtualne radove

SW = &d” JNgq,,dS + j N7qdV + R

Sq V

%4 %4 %4

___________________________________________________________



Jednacina KE. Varijaciona formulacija.
Princip virtualnog rada

= S obzirom na to da prethodni izraz vazi za proizvoljno §dT sledi
kd =Q+R

» odnosno OSNOVNA JEDNACINA OPTERECENOG KE (jednacina
ravnoteze ili jednacina krutosti konacnog elementa; matricna
jednacina) glasi

R=kd-Q

= gde su vektor generalisanih sila u cvorovima KE R, matrica krutosti K
vektor ekvivalentnog opterecenja (vektor konzistentnog
koncentrisanog opterecenja) Q

R'={Ry R; R3 - Ry}

k = jBTDBdV
|74

Q= JNquV+ ngqbd5+fBTDsOdV—jBToodV
14 Sq v 14




Jednacina KE. Varijaciona formulacija.
Princip o0 minimumu potencijalne energije

= |zraz za ukupnu potencijalnu energiju KE glasi

1
11 =§f£TD£dV—jsTDsodV+f£TGOdV—fuquV— fugqde
14 v v 14 Sq
= gde vektor q predstavlja sile koje dejstvuju na KE zapremine V, pri

cemu na povrsini Sq deluje opterecenje q, i pretpostavlja se da je
element izlozen pocetnim deformacijama g, i poCetnim naponima o,

= Vektor generalisanin pomeranja (stepeni slobode) u
cvorovima KE glasi

d'={d; dy - dp}
= Raspodela generalisaninh pomeranja u u polju KE u zavisnosti
od generalisanin pomeranja d u cvorovima KE glasi

u = Nd N je matrica interpolacionih funkcija
d je vektor generalisanih pomeranja u ¢vorovima KE (stepeni
slobode pomeranja KE)



Jednacina KE. Varijaciona formulacija.
Princip o0 minimumu potencijalne energije

= Pomeranja u KE moraju biti jednoznacne i neprekidne funkcije
koje zadovoljavaju kinematicke relacije

£=Dku

= Granicni uslovi za opterecenu povrsinu Sq su
u; = R,u

= Kombinovanjem ug = R,u i u = Nd dobija se
us = R,Nd = N.d N, = R,N
= gde je N; matrica IF za pomeranja na granici KE

= Raspodela deformacije € u polju KE u zavisnosti od
generalisanih pomeranja d u cvorovima KE glasi

£=Dku

u_Nd}—>£=DkNd=Bd

= gde je B = DN matrica veze deformacija i generalisanih pomeranja
(matrica funkcija oblika za deformacije)
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Jednacina KE. Varijaciona formulacija.
Princip o0 minimumu potencijalne energije

= KE je u ravnotezi kada je prva varijacija ukupne potencijalne
energije jednaka nuli 1= 1)

n

o"F d"o6F aIl

Vi
i=1
D je kvadratna matrica
nezavisna od vektora x

511 = jdsTDst—j6£TD£0dV+16£TGOdV—J5uquV— J(Sugqde =0
1% 1% 1% v Sq
=Vodeciracuna o vezama Sfu=Néd JSug=Ns6d e = Béd

= sledi

sd’ (j BTDBdV> d—5d” (j B De,dV — j BT6,dV + j NTqdV + jNSTqbd5> =0

14 14 14 14 Sq
= S obzirom na to da prethodni izraz vazi za proizvoljno §dT sledi

d
—_— T =
Ix x"Dx) = 2Dx

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————

k: ! : |Q
(j BTDBdV>d —i(j BTDsodV—jBTGOdV+fNquV+ fNSTqde>i= 0

\V v Vv Sq
L

________________
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Jednacina KE. Varijaciona formulacija.
Princip o0 minimumu potencijalne energije

= odnosno, jednacina opterecenog KE glasi
kd-Q=0
= gde su matrica krutosti ki vektor ekvivalentnog opterecenja Q

k = fBTDBdV Q= JNquV+ jNgqde+jBTDsodV—jBToodV
% % Sq %4 %4

= Sada ukupna potencijalna energija KE moze da se prikaze u
obliku
1 T T
szd kd-d'Q UzéfsTDst=ldeBTDBdVd=ldid

2 2
14 v

= gde su potencijalna energija deformacije KE i potencijal
ekvivalentnog opterecenja

e=Bd (GW)" =H"G"

1
U=-d"kd  -W=-d"Q



Jednacina KE. Varijaciona formulacija.
Princip o0 minimumu potencijalne energije

= Jednacina optere¢enog KE je izvedena za KE nezavisno od
sistema KE. Kada je KE izdvojen iz sistema mora da se uvede
uticaj ostalih elemenata preko generalisanih sila veze u
cvorovima, koje odgovaraju vekioru generalisanih pomeranja.
Vektor generalisanih sila veze v cvorovima KE glasi

R" = {Ri Ry -+ Ry}
= Potencijal generalisanih sila veze jednak je njihovom
negativnom radu, pa sledi B =

* Varijacijom prethodnog izraza po dT | primenom principa o
minimumu ukupne potencijalne energije (8 11 = 0) dobija se
OSNOVNA JEDNACINA OPTERECENOG KE (jednacina
ravnoteze ili jednacina krutosti konacnhog elementa; matricna
JedﬂCICIﬂCI) an 1= 11(dy) i(xTDx) 2Dx Dje k\{odro’rno matrica

nezavisna od vektora x

adT =0= R kd Q 611 = ia éd; = a—”=0, i=12 ...,n

ad; ad;



